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 ممخّص  

 
بشكل خاص في احث في مجالات العموم المختمفة و التي تعترض الب المشكلاتتناولت ىذه الدراسة واحدة من 

عدم توفرىا كاممة لإجراء البحث المطموب. فالسلاسل الزمنةة  قتتاادةة  والمتملمة بنصص المعطةات أومجال العموم الا
مفصودة في متوفرة عند فترات زمنةة معةنة و  الاقتتاادةة غالباً ما تكون غةر مكتممة  بمعنى أن بعض المعطةات تكون

 .Interpolationالداخمي لمبةانات  تدعى عممةة استكمال ىذه البةانات بالتمدةدفترات زمنةة أخرى. 
تملل مبالغ الإنفاق السنوي عمى الناتج المحمي اقتتاادةة استخدمنا في ىذه الدراسة بةانات واقتعةة لسمسمة زمنةة 

لإجراء  لجأنامشاىدة سنوةة متوفر منيا فصط ست مشاىدات.  82أي  5991إلى  5991الإجمالي في سورةة لمفترة من 
.  لصد أوضحت الأخرىبعض الطرائق التصمةدةة و  Splineدوال الـ طرةصة مفردات الأخرى لمسمسمة التمدةد الداخمي لم

عدم استخدام درجات كبةرة من ناحةة دقتة اصل النتائج و  Splineدوال الـ طرةصة تائج الإحاائةة أفضمةة لاستخدام الن
الناجمة عن استخدام درجات  Runge's phenomenonلكلةرات الحدود مما ةجنبنا الوقتوع بما ةسمى بظاىرة رانج 

 كبةرة لكلةر الحدود المستخدم.
 

 .Splineدوال الـ   -تمدةد داخمي لمبةانات   -كلةرات حدود  -سلاسل زمنةة  مفتاحية:الكممات ال
 

                                                 
  سورية. –اللاذقية  –جامعة تشرين  –كمية الاقتصاد  –قسم الإحصاء و البرمجة  -مدرس 
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  Résumé    

 
L'objectif de cet article est de traiter un des problèmes qu' affronte le chercheur dans 

les divers domaines de la science, et en particulier dans le domaine de sciences 

économiques. Ce problème concerne le manque de données disponibles nécessaires pour 

effectuer la recherche. En effet, les données économiques sont souvent incomplètes ce qui 

signifie que certaines données soient disponibles à certaines périodes et indisponibles dans 

d’autres périodes. 
Nous avons utilisé dans cette étude des données réalistes de séries chronologiques 

représentant les montants annuels des dépenses publiques relatives au PIB en Syrie pour la 

période allant de 1975 à 1995 soit 28 observations, six observations sont seulement 

disponibles. Pour interpoler les données manquantes, nous avons utilisé certaines méthodes 

traditionnelles de lissage et la méthode de Spline. Les résultats statistiques ont montré une 

préférence pour la méthode de Spline où le lissage de données est plus fin et le nombre de 

degrés de polynôme est plus petit que dans la méthode de lissage, ce qui aide à éviter ce 

que l’on appelle "le phénomène de Range" résultant de l’utilisation de grand degré de 
polynôme. 

 

 
Mots-clés: Séries chronologiques – Polygones - Interpolation –  Fonctions de Spline. 

 

 

 

 

 

 

 

                                                 
 Enseignant, Faculté d’Économie, Département de Statistique et de Programmation, Université 
Tichrine,  Lattaquié, Syrie. 
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 مقدمة:
التمدةد الداخمي لمبةانات  ةعدبشكل خاص في التحمةل الرةاضي العددي  في مجال الرةاضةات عموماً  و 

Interpolation  إةجاد)ةستخدم أحةاناً ماطمح الاستصراء الداخمي( إحدى الطرائق الرةاضةة التي نستطةع من خلاليا 
نصاط المعمومة. بمعنى آخر  ةيدف التمدةد الداخمي المجموعة من المعمومة الواقتعة بةن  غةرمجموعة من النصاط 

لمبةانات إلى إةجاد الصةم المجيولة لمسمسمة الزمنةة المصابمة لمحظات زمنةة واقتعة داخل المجال الزمني الذي تدرس فةو 
 السمسمة الزمنةة المفروضة.
عن أو تتم معالجة ىذه المسألة من خلال التجارب التطبةصةة الباً ما ة غةو اليندسالتطبةصةة ففي مجال العموم 

التجارب نتائج حد توفق إلى أبعد  functionنحاول إةجاد دالة رةاضةة  حةثالمعاةنة الإحاائةة  طرةق ما ةسمى ب
لانحدار أو تحمةل ا Curve fittingىذه الطرةصة التوفةق بواسطة منحنى تسمى . مة بمجموعة من النصاطالممل  

Regression analysis . ةفترض توفةق المنحنى  حةث طرةصة حالة خااة من لمبةانات التمدةد الداخمي ةعد بةنما
 نصاط البةانات المعمومة.بجمةع بدقتة بالدالة الرةاضةة أن تمر 

 
 مشكمة البحث:

عوةض الصةم المفصودة في تتملل مشكمة البحث في أن معظم طرائق التمدةد الداخمي لمبةانات و المستخدمة لت 
 صةم المجاورة لمصةمة المفصودة بةانات السلاسل الزمنةة  تعتمد عمى أسالةب حسابةة بسةطة ملل المتوسط الحسابي لم

الباً ما تصود إلى نتائج مضممة ىذه الطرائق التصمةدةة غالحدود لمتعوةض عن ىذه الصةمة. و استخدام ما ةسمى بكلةرات  أو
الباحث في كل الكافي مما ةنعكس سمباً عمى استخدام النموذج المصدر في عممةات التنبؤ الاقتتاادي. فلةست دقتةصة بالشو 

عدم السلاسل الزمنةة غالباً ما ةواجو مشكمة معطةات تحمةل العموم الاقتتاادةة عموماً وبشكل خاص عند دراسة و مجال 
بة لمعالجة ىذه الصةم المفصودة استخدام الطرةصة المناس بالتالي ةتوجب عمةوطةات السمسمة الزمنةة المدروسة و اكتمال مع

 .استبداليا بصةم تكون أقترب إلى الصةم الحصةصةةو 
 
 :وأىدافو البحثأىمية 

توفر عدد كبةر من  ةستمزممعظم الاختبارات الإحاائةة  استخداممن المعموم أن تحمةل السلاسل الزمنةة و 
بما أن نموذج و اختبار فروضو البحلةة. و الطرةصة المناسبة لتصدةر ال المشاىدات كي ةتمكن الباحث من المجوء إلى

تتوافر فةيا التي لاو بشكل خاص تمك الدول من مشكمة نصص المعطةات أو عدم اكتماليا  الكلةر من البمدان تعاني
 حدةلاً التي أنشأت ىذه المراكز  بعض الدولالبةانات الإحاائةة أو لدى نشر وتبوةب و مراكز متخااة لجمع 

  فإن أىمةة ىذا البحث تتملل في تصدةمو لطرةصة خااة في ذلك غةرسةاسةة أو  أخرى متعددة اقتتاادةة أو أو لأسباب
 معالجة مسألة التمدةد الداخمي لمبةانات تتجنب مساوئ الطرائق التصمةدةة و تعطي نتائج أفضل. 

كأداة لمتمدةد الداخمي لبةانات السلاسل  Splineاستخدام طرةصة دوال الـ إمكانةة ىو  البحث اليدف من ىذا
قتمةمة الطرةصة ىذه تعتبر حةث . الزمنةة و مصارنة نتائج ىذه الطرةصة مع الطرائق الأخرى المستخدمة في ىذا المجال

عمى دة الاكتفاء باستخدام بعض الطرائق التصمةدةة المعتم  عادةً ما ةتم الاستخدام في مجال التمدةد الداخمي لمبةانات و 
تصود أحةاناً إلى نتائج غةر دقتةصة قتد التي ىذه الطرائق تحذةر من المجوء إلى حدود رغم الالكلةرات متعددات أو استخدام 

فعوضاً عن استخدام معادلة واحدة لتصدةر جمةع  استخدام درجات كبةرة لكلةرات الحدود المستخدمة. عندو خاوااً 
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م عدة معادلات بحةث نخاص لكل مجال جزئي معادلة خااة بو تستخدم الصةم المفصودة في السمسمة  فإننا نستخد
 لتعوةض الصةم المفصودة ضمن ذلك المجال.

 
 منيجية البحث:

ـطةات الاقتتاادةة غةر المكتممة نعتمد في ىذا البحث عمى المنيج التجرةبي حةث سنعتمد مجموعة من المع
ي تمدةدىا داخمةاً  باستخدام بعض الطرائق التصمةدةة لمتمدةد الداخمي الممل مة بواسطة سمسمة زمنةة و نحاول استكماليا  أو 

ات الحدود  الطرةصـة المباشـرة كلةرات الحدود. ىناك للاث طرائق لمتمدةد الداخمي بواسطة كلةر متعددات أو بواسطة 
ذا البحث نكتفي في ىو Lagrange  ( Van L., Charles F., 1997 )طرةصة لاغرانج و  Newtonطرةصة نةوتن و 

اللاللة. بعد ذلك نشرح بشيء من كلةرات حدود من الدرجات الأولى واللانةة و تطبةصيا باستخدام الطرةصة المباشرة و  بعرض
فعمةة مأخوذة من المجموعة عمى معطةـات نعمل إلى تطبةصيا لمتمدةد الداخمي لمبةانات و  Splineالتبسةط طرةصة دوال الـ 

 نصارن بةن الطرةصتةن.ةرات الحدود المستخدمـة و ختمفة لكلباستخدام درجـات م الإحاائةة
 

 :فرضيات البحث
مما سبق ةمكننا الآن اةاغة بعض الفرضةات البحلةة و المرتبطة بشكل أساسي بجدوى استخدام طرةصة دوال 

لتصمةدةة المستخدمة. مصارنتيا بالطرائق اداخمي لمعطةات السلاسل الزمنةة و كأداة فعالة في عممةات التمدةد ال Splineالـ 
 نمخص ىذه الفرضةات بالنصطتةن التالةتةن:

 نتائج التمدةد الداخمي لبةانات السلاسل الزمنةة باستخدام دوال الـ  لا تعدSpline  أكلر دقتة و اصلًا من
 النتائج التي ةتم الحاول عمةيا باستخدام الطرائق التصمةدةة.

  ة في كلةرات الحدود المستخدمة  فإنيا لا تعطي نتائج أفضل أو رغم استخدام الطرائق التصمةدةة لدرجات كبةر
 .Splineحتى مشابية لتمك التي ةمكن الحاول عمةيا بطرةصة دوال الـ 

 
 :الإطـار النظري

 ما ىو التمديد الداخمي لمبيانات ؟
في كلةر من الحالات  ةكون لدةنا دالة  xfy  نفامة ملل معمومة عند بعض النصاط الم 00 , yx  

 11, yx  .........   11,  nn yx   nn yx عند بعض النصاط الأخرى  y. و نتساءل ىنا عن كةفةة إةجاد قتةمة ,
عمى سبةل الملال؟ في ىذه الحالة ةمكن لمدالة المستمرة  xغةر الموجودة ضمن البةانات المعطاة كالنصطة  xf   أن

نصطة حةث تمر   1nتكون مستخدمة لتملةل قتةم الـ  xf  عبر ىذه النصاط. بعدئذ نستطةع إةجاد قتةمةy  عند أةة
. أما في حال كانت (Suli, Mayers, 2003). تسمى ىذه العممةة التمدةد الداخمي لمبةانات xأخرى من قتةم  قتةمة

تصع خارج مجال الصةم المعمومة فإننا في ىذه الحالة نستخدم مفيوم التمدةد الخارجي لمبةانات  xالصةمة 
Extrapolation. 

الحدود كدالة لمتمدةد  اؤل ىنا ىو حول اختةار نوع الدالة الرةاضةة ؟ في معظم الحالات ةتم اختةار كلةرالتس 
الاشتصاق من الدوال الأخرى الجةبةة أو الحدود سيمة في عممةات التعوةض والتفاضل و ذلك لكون كلةرات الداخمي و 

 الآسةة أو غةرىا.
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 الحدودعددات( )متيد الداخمي بواسطة كثيرات أولًا: التمد

الذي ةمر في الـ  nإةجاد كلةر الحدود من الدرجة  بيذه الطرةصةتستمزم عممةة التمدةد الداخمي  1n  ة. ـنصط
 (Kaw, Keteltas, 2004) بـدود المناسـاد كلةر الحـتخدمة لإةجـة من الطرائق المسـمجموعاشـرنا ىناك وكما سـبق و 

 . تعطةان نتائج متطابصةلاغرانج نةوتن و  ةصة المباشرة مع الإشارة إلى أن طرةصتيسنكتفي ىنا بعرض الطر و 
دةنا ـة. بافتراض لـتستند الطرةصة المباشرة لمتمدةد الداخمي عمى النصاط التالة 1n ة من البةانات  و ىذه ـنصط

 عمى النحو التالي: nحدود من الدرجة النصاط تم توفةصيا بواسطة كلةر 
n

n xaxaxaay  .....2

210                      (5) 
تملل  0a  1a  2a   ....  naحةث  1n .و لأن الـ  لابت حصةصي 1n  قتةمة لـy  معطاة عند

 1n  قتةمة لـx  1فانو ةمكننا كتابةn  0معادلة. و بعد ذلك نستطةع إةجاد اللوابتa  1a  2a   ....  na 
من خلال حل مجموعة الـ  1n لإةجاد قتةمة  بعد ذلك. حلًا مشتركاً  معادلة خطةةy  نصطة أي عندx  نعوض  

درجات مختمفة عممةاً  ةتم استخدام  ( بعد استبدال اللوابت بصةميا المصدرة الناتجة.5)بكل بساطة ىذه الصةمة في المعادلة 
كمما ازدادت درجة كلةر الحدود المستخدمة من الدرجة الأولى أو اللانةة أو اللاللة و و غالباً ما تكون حدود الكلةرات ل

 . أابح المنحنى المملل لمبةانات أكلر اصلاً 
بالتالي ما ىي درجة أن نستخدم كل النصاط المعمومة  و ىنا إلى أنو لةس من الضروري  لكن من الميم الإشارةو 

الإجابة عن ىذه التساؤلات سةتم  ي النصاط التي ستدخل في الحساب ؟ما ىلةر الحدود الواجب استخداميا ؟ و ك
 المناقتشة.معروضة في فصرة النتائج و الالمعطةات توضةحيا من خلال 

 
  Splineالـ دوال داخمي لمبيانات بواسطة ثانياً: التمديد ال

المعرفة عمى مجال  fاستخدمنا في المعالجة السابصة لمتمدةد الداخمي لمبةانات كلةر حدود معةن لتصرةب الدالة 
محدد  ba, فس الأداة التحمةمةة لتصرةب الدالة و ذلك بواسطة الطرةصة المباشرة. و ىذه الطرةصة تستند عمى استخدام ن

عمى كامل المجال  ba,من لم تصرةب كل م المجال إلى عدة مجالات جزئةة و . بةنما في الطرةصة الحالةة فانو ةتم تصسة
 (Nievergelt, Yves, 1993جزء بواسطة كلةر حدود ذو درجة منخفضة. )

بواسطة كلةر  piecewiseل الدوال الرةاضةة المعرفة عمى عدة قتطع شكلًا خاااً من أشكا Splineةملل الـ 
تعتبر أفضل من  Spline. و في مجال التمدةد الداخمي لمبةانات  فان تصنةة الـ (Ahlberg, Walsh, 1967)حدود 

الناتجة باستخدام الاستخدام العادي لكلةر الحدود السابق شرحو في الفصرات السابصة  و ذلك لأنو ةصدم نتائج ممالمة لتمك 
كلةر الحدود و لكن مع عدد أقتل في درجة كلةر الحدود المستعمل و بذلك فانو ةجنب المُستخدم من الوقتوع بمشكمة ما 

 ,.Carl, D) التي تحدث عند استخدام درجات مرتفعة لكلةر الحدود Runge’s phenomenonةسمى بظاىرة رانج 

تجعمو  في كلةر من الحالات  ةتباعد عن  1الحدود إلى مستوةات كبةرة . فمصد وجد رانج أن زةادة درجة كلةر(2001
أقتل من  Splineالدالة الحصةصةة. بالإضافة إلى ذلك  فان الأخطاء الناجمة عند استخدام التمدةد الداخمي بواسطة الـ 

 ملةلاتيا في الحالات السابصة رغم استخدام درجة أقتل لكلةر الحدود.

                                                 
22511اختبر رانج تمديداً داخمياً لبيانات مأخوذة من الدالة  1 xy   ضمن المجال 1,1  و اعتبر ست نقاط متساوية المسافة

. و كانت النتيجة تباعد منحنى كثير الحدود عن 11و  13، 5ىذه النقاط الست كثيرات حدود من الدرجات فيما بينيا و حاول أن يمرر عبر 
 المنحنى الأصمي كمما ازدادت درجة كثير الحدود.
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عمى النحو التالي. ةتم  Splineمبدأ الأساسي لمفيوم التمدةد الداخمي بواسطة الـ باختاار ةمكن تمخةص ال
تصسةم مجال التمدةد الداخمي إلى عدة مجالات جزئةة أاغر و بعد ذلك ةتم إجراء التمدةد الداخمي لكل جزء باستخدام 

.  Knotsت كل مجال جزئي بالعصد و تسمى نياةا Splinesكلةر حدود من درجة معةنة. الدوال الناتجة تسمى دوال الـ 
تخضع معاملات كلةر الحدود عند اختةارىا لمجموعة من الشروط )تتعمق بطرةصة التمدةد الداخمي(. و لكن بشكل عام 
تستمزم ىذه الطرةصة استمرارةة الدوال و مرورىا بالتأكةد بجمةع النصاط المعطاة. و أحةاناً ةكون ىناك شروط أخرى تتعمق 

 (Rorres, Chris and Howard, 1984ة بةن النصاط و بوجود و استمرارةة المشتصات الجزئةة.)بخطةة الدال
 :تعريف 

بفرض لدةنا المجموعة التالةة من النصاط المعمومة  00 , yx   11, yx  .........   11,  nn yx  
 nn yx nnلدةنا . و , xxxx  110 ةعني إةجاد الدالة التالةة:  nمن الدرجة  Splineفان إةجاد دوال الـ  ...

(McKinley, Levine, 2004) 

 

   
   

   

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

 nnn xxxxS
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.

,

,
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حةث كل  xS i  ةملل كلةر حدود من الدرجةk دعى دالة من دوال الـ و كل واحدة منيا تSpline. 
 
  التمديد الداخمي الخطي بواسطةSpline 

ىو ةكافئ . و Splineالشكل الأبسط من أشكال دوال الـ  Splineةعتبر التمدةد الداخمي الخطي بواسطة الـ 
ط المعمومة  مة لموال بةن النصاالتمدةد الداخمي الخطي الذي سبق و شرحناه سابصاً. حةث ةتم استخدام الصطع المستصة

الناتجة  في حال تم وال النصطة الأولى من البةانات بالنصطة الأخةرة  لةست أكلر من  Splineبالتالي فان دالة الـ و 
 (Sandwell, D.T.,1987مضمع تكراري عادي. )

كل جبرةاً  xS i  التالي: خطةة من الدرجة الأولى ليا الشكلتملل دالة   i

ii
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ii xx
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yxS 
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 Spline: (Epperson, 1998)بالتالي تابح دالة الـ و 
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مع ملاحظة أن الحدود 
1

1








ii

ii

xx

yy  1في الدالة السابصة لةست إلا المةول بةنix  وix. 

 رة عند كل نصطة من نصاط البةانات  أي:ةجب أن تكون مستم Splineكما أن دوال الـ 
    1...,,1,1   nixSxS iiii 

 و ىذا ةمكن التحصق منو بسيولة من خلال ملاحظة التالي:
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  التمديد الداخمي التربيعي بواسطةSpline 
متتالةتةن. فإذا كان لدةنا  في ىذه الحالة ةتم استخدام كلةر حدود من الدرجة اللانةة لتملةل البةانات بةن نصطتةن

مجموعة من النصاط  00 , yx   11, yx  .........   11,  nn yx   nn yx تأخذ الشكل  Spline  فان دالة الـ ,
 (Hanselman, D., 1998) التالي:

  iiii cxbxaxS  2 
 ةلًا:أو بشكل أكلر تفا
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و ىنا السؤال عن كةفةة حساب المعاملات السابصة  حةث ةوجد  n3  معاملًا ةجب حسابو.  لأجل ذلك نحتاج
إلى  n3 .ًمعادلة و بعد ذلك نحميم حلًا مشتركا 

لدةنا أولًا  n2 ة من واقتع مرور كل معادلة ناتجSpline :تربةعي بنصطتةن متتالةتةن 
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 
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11
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لدةنا أةضاً  1n  معادلة ناتجة من واقتع كون المشتصات الجزئةة الأولى لكل دالتيSpline  تربةعةتةن
112الأول ىو:  Splineاط الداخمةة. فعمى سبةل الملال  المشتق الجزئي الأول لمـ مستمرتةن عند النص bxa   لملاني و

222 bxa  1. و كشرط للاستمرارةة ةجب أن ةتساوى ىذان المشتصان عندماxx : 

022

22

212111

212111




bxabxa

bxabxa 

 مةة الأخرى:و بشكل ممالل لمنصاط الداخ
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بالتالي فانو أابح لدةنا الآن و      1312  nnn  معادلة. إذن ما زلنا بحاجة إلى معادلة واحدة
إضافةة لاستكمال العدد إلى  n3  معادلة. ةمكننا من أجل ذلك افتراض خطةة  الـSpline  :01الأول  أي a .

أابح لدةنا الآن  n3  معادلة و n3 .معامل مجيول. بالحل المشترك نجد ىذه المعاملات 
  التمديد الداخمي التكعيبي بواسطةSpline 

لةتةن. فإذا كان لدةنا في ىذه الحالة ةتم استخدام كلةر حدود من الدرجة اللاللة لتملةل البةانات بةن نصطتةن متتا
مجموعة من النصاط  00 , yx   11, yx  .........   11,  nn yx   nn yx تأخذ الشكل  Spline  فان دالة الـ ,

 التالي:
  1....,,2,1,023  nifordxcxbxaxS iiiii 

 أو بشكل أكلر تفاةلًا:
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عناار الأساسةة ليذه الطرةصة.  معادلة من ال 1nتعتبر المشتصات الجزئةة من الدرجة الأولى و اللانةة لمـ 
 ىذه المشتصات ىي من الشكل التالي:و 

 
  iii

iiii

bxaxS

cxbxaxS

26

23 2


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بالإضافة لمشروط الاعتةادةة لمتمدةد الداخمي  و لكي ةكون المنحنى و  xS  بدون انصطاع  ةجب في مستمراً و
 ىذه الطرةصة أن تكون كل دالة جزئةة مواولة بنصاط البةانات  أي:
   iiii xSxS 1 

 أن تكون المشتصات الجزئةة السابصة مستمرة لجعل المنحنى اصةلًا بةن ىذه النصاط   أي ةجب تحصق:و 
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1,,...1و ذلك من أجل   ni. 
 كذلك ةجب افتراض أن المشتصات الجزئةة من الدرجة اللانةة تتناىى إلى الافر عند النصطتةن الطرفةتةن  أي:
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 :المناقشةالنتائج و 
ي في سورةة عمى الناتج المحمي الإجمالالسنوي مبالغ الإنفاق  5الجدول التالةة المعروضة في تملل البةانات 

Expenditure on G.D.P.  5991إلى  5991و بالأسعار الجارةة لمفترة الزمنةة من السورةة بملاةةن المةرات. 
 

 في سورية الإنفاق عمى الناتج المحمي الإجمالي: 1جدول ال
 ملاةةن المةرات(بالإنفاق ) العام
5991 81199 
5921 15891 
5921 22881 
5991 812282 
5992 152911 
5991 191991 

 .3226لعام  المصدر: المجموعة الإحصائية السورية
 

بةنما المتوفر  82فعدد مفرداتيا الإجمالي ةساوي  من الواضح أن معطةات السمسمة الزمنةة السابصة غةر مكتممة
ة ــالطرةص باستخدام 5921ام ـالمحمي لعالسنوي عمى الناتج الإنفاق قتةمة تحدةد سنعمل الآن عمى  منيا ستة فصط.

  لم بعد ذلك نعرض لم من الدرجة اللانةة و أخةراً من الدرجة اللاللة رة و بواسطة كلةر حدود من الدرجة الأولىـالمباش
 نتائج التمدةد الداخمي لكامل مفردات السمسمة.

 التمديد الداخمي بواسطة كثيرات الحدود 

 الحالة الأولى: كلةر حدود من الدرجة الأولى
كلةر الحدود من الدرجة الأولى )ةسمى أحةاناً التمدةد التمدةد الداخمي بواسطة في حالة  نفاقالإنعبر عن 

 ( بالمعادلة التالةة: Linear interpolation الداخمي الخطي
  taate 10  

تملل السنة و  tحةث  te  الإنفاق في السنةt  1986عند  الإنفاقو لأن المطموب إةجادt نختار  
و ةصعان بجوارىا. ىاتةن النصطتةن ىما  1986tنصطتةن فصط من النصاط المعمومة بحةث ةكونان الأقترب إلى النصطة 

19850 t  19901و tتالي:. و بال 
   
    26832819901990

8322519851985

10

10




aae

aae 

 
 و بالحل المشترك لممعادلتةن السابصتةن نحال عمى:

 734026690 a  6.370201و a 
   نعوض بالعلاقتة المصدرة:1986t في العام المطموب  الإنفاقو بالتالي لمحاول عمى 

  19901985,6.1202451986  te 
 تملةل المعطةات بةانةاً و التمدةد الداخمي الخطي. 5 كلالشةوضح 
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لا تامح الدالة المصدرة الناتجة إلا من أجل عممةات التمدةد الداخمي لمصةم المحاورة بةن عامي : ملاحظة
ة   و بالتالي لإجراء التمدةد الداخمي لصةم خارج ىذا المجال الزمني ةمزم إةجاد دالة أخرى بنفس الطرةص5991و  5921

 السابصة. أي أنو سةكون ىناك لكل مجال جزئي دالة تمدةد داخمي خااة بو.
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 1196: التمثيل الخطي لمسمسمة الزمنية و التمديد الداخمي الخطي لإنفاق عام 1 شكلال

 
 الحالة اللانةة: كلةر حدود من الدرجة اللانةة

دةد الداخمي بواسطة كلةر الحدود من الدرجة اللانةة )ةسمى أحةاناً التمدةد الداخمي في حالة التم الإنفاقنعبر عن 
 ( بالمعادلة التالةة: Quadratic interpolation التربةعي

  2

210 tataate  
ث تكون الأقترب   نختار للاث نصاط فصط من النصاط المعمومة بحة1986tعند  الإنفاقو لأن المطموب إةجاد 

19800اط ىي ــيا. ىذه النصـة متوضعة فةما بةنـة المطموبـو تكون النصط 1986tإلى النصطة  t  19851و t  
19902و  t:و بالتالي . 

   
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 السابصة نحال عمى: و بالحل المشترك لممعادلات الللالة
812025748770 a  4.121382451و a  96.30623و a 

 :فنجد   نعوض بالعلاقتة المصدرة1986tعند الزمن  المطموب الإنفاقو بالتالي لمحاول عمى 
  76.1079931986 e 
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 1196لداخمي التربيعي لإنفاق عام و التمديد ا 3: التمثيل بواسطة كثير حدود من الدرجة 2 شكلال

 

 الحالة اللاللة: كلةر حدود من الدرجة اللاللة
في حالة التمدةد الداخمي بواسطة كلةر الحدود من الدرجة اللاللة )ةسمى أحةاناً التمدةد الداخمي  الإنفاقنعبر عن 

 ( بالمعادلة التالةة: Cubic interpolation التكعةبي
  3

3

2

210 tatataate  
و لأننا نستخدم كلةر حدود من الدرجة اللاللة فإننا نختار أربع نصاط فصط من النصاط المعمومة بحةث تكون الأقترب 

19800ي ــاط ىــة متوضعة فةما بةنيم. ىذه النصـو تكون النصطة المطموب 1986tإلى النصطة  t  19851و t  
19902و  t  19933و tو بالتالي . 
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 و بالحل المشترك لممعادلات السابصة نحال عمى:
3.6099334382870 a  54.14952448911و a  5.7502212و a  467.1253و a 

 :فنجد   نعوض بالعلاقتة المصدرة1986tعند الزمن  موبالمط الإنفاقو بالتالي لمحاول عمى 
  986.1110041986 e 
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 1196التكعيبي لإنفاق عام مديد الداخمي تو ال 2التمثيل بواسطة كثير حدود من الدرجة   :3 شكلال

 
بعد استعراض الطرةصة المباشرة لمتمدةد الداخمي  نعرض الآن نتائج عممةات التمدةد الداخمي عمى كامل بةانات 

وفصاً  5991إلى عام  5991السمسمة الزمنةة المملمة للإنفاق الحكومي عمى الناتج المحمي الإجمالي في سورةة من عام 
 (.1 الشكلو  8ضة في الملال السابق )الجدول لمحالات الللالة المعرو 

نلاحظ من خلال ىذه النتائج أن أرقتام التمدةد الداخمي لسمسمة المعطةات متشابية إلى حد بعةد وأنو مع زةادة 
الحاول عمى أعمى درجة درجة كلةر الحدود إلى للالة تابح المعطةات أكلر اصلًا و دقتة. و مع رغبة الباحث في 

صل لمبةانات فإن زةادتو المستمرة لدرجة كلةر الحدود ستصود إلى نتائج عكسةة تتملل في تباعد المنحنى الامن الدقتة و 
 .Splineالمملل لكلةر الحدود عن المنحنى الأامي لمبةانات و ىنا تكمن الفائدة من استخدام طرةصة دوال الـ 

 
 الطريقة المباشرةاستخدام ب للإنفاق عمى الناتج المحمي الإجمالي: التمديد الداخمي 3جدول ال

 التمدةد الداخمي لبةانات الإنفاق عمى الناتج المحمي الإجمالي بةانات السمسمة الأامةة العام
 كلةر حدود تكعةبي كلةر حدود تربةعي كلةر حدود خطي

5991 81199    
5991  8192561 81189611 22952611 
5999  2821168 28958621 18125692 
5992  2911162 22211691 19215611 
5999  1152161 11128621 19298611 
5921 15891    
5925  19115 19112611 18192698 
5928  11118 12292651 11292611 
5922  91112 18111681 11119692 
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5921  91221 11128651 19115629 
5921 22881    
5921  58181161 519992691 555111692 
5929  51981168 51219169 511512612 
5922  59182162 52119161 599121619 
5929  82521961 881199621 828925621 
5991 812282    
5995  251212611 211919692 212181691 
5998  211899622 21288161 211928615 
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5991  198211 121222652 121111651 
5991 191991    
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 بواسطة كثير الحدود )خطي،تربيعي،تكعيبي(لكامل معطيات السمسمة : التمديد الداخمي 4شكل ال

 

  التمديد الداخمي بواسطة دوال الـSpline 

 Splineالحالة الأولى: التمدةد الداخمي الخطي بواسطة 
تحدةد قتةمة  ةتم  Splineلـ و باستخدام طرةصة التمدةد الداخمي الخطي بواسطة ا 5 الجدولبالعودة إلى معطةات 

 .عمى النحو التالي 1986t أي 5921لعام  الإنفاق
 بالعلاقتة التالةة: Splineالخطي بواسطة الـ في حالة التمدةد الداخمي  الإنفاقعطى ةُ 

         0

01

01

0 tt
tt

tete
tete 




 

و ةصعان بجوارىا. ىاتةن  1986tطة نختار نصطتةن فصط من النصاط المعمومة بحةث ةكونان الأقترب إلى النص
19850النصطتةن ىما  t  19901و t:و بالتالي . 

   

  6.1202451986

6.3702073402666

1985
19851990

83225268328
83225










e

t

tte
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 Splineبواسطة الـ  1196لإنفاق عام : التمديد الداخمي الخطي 4 شكلال

 
لكافة المجالات الجزئةة و التي تم الحاول عمةيا باستخدام البرنامج  Splineنا جمةع دوال الـ نعرض ى

Matlab (Collier, Kaw, 2002): 
 

]1995,1993[78610156255975)(

]1993,1990[66.484756.96198248)(

]1990,1985[6.3702073402666)(

]1985,1980[639112602910)(

]1980,1975[6.613412095238

5

4

3

2

1







tttS

tttS

tttS

tttS
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فمصد استخدمنا في ىذه الطرةصة  ةلاحظ عدم وجود فرق بةن ىذه الطرةصة و طرةصة التمدةد الداخمي الخطي. 

النصطتةن أي ىاتةن متتالةتةن فصط من النصاط المعمومة. و كذلك فان المةل بةن نصطتةن  البةانات من   
01

01

tt

tete


 

  مما ةعني عدم الاستمرارةة لممشتق ةتغةر بشكل مفاجئ عن مةل النصاط الأخرى الواقتعة ضمن مجموعة المعطةات
 التربةعي. Splineالأول عند ىذه النصاط. لتحسةن ىذا الوضع فإننا نستخدم الـ 

 Splineالحالة اللانةة: التمدةد الداخمي التربةعي بواسطة 
تحدةد  ةكون  Splineو باستخدام طرةصة التمدةد الداخمي التربةعي بواسطة الـ  5 الجدولبالعودة إلى معطةات 

 .عمى الشكل التالي 1986t أي 5921لعام  الإنفاققتةمة 
 

 ىو خمسة. Splineاط من البةانات  ةكون عدد دوال الـ بما أنو لدةنا ست نص
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و ةكون عدد المعادلات المطموبة  155*33 n  معاملًا مجيولًا. ىذه المعادلات ىي  51معادلة مصابل
 التالةة:

11التربةعي التالي  Splineـ ةمر ال 1980tو  1975tعند النصطتةن 

2

1 ctbta أي لدةنا   
   
    )2(5127019801980

)1(2059719751975

11

2

1

11

2

1




cba

cba 

22التربةعي التالي  Splineةمر الـ  1985tو  1980tعند النصطتةن 

2

2 ctbta أي لدةنا   
   
    )4(8322519851985

)3(5127019801980
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2
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33التربةعي التالي  Splineةمر الـ  1990tو  1985tعند النصطتةن 

2

3 ctbta أي لدةنا   
   
    )6(26832819901990

)5(8322519851985
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44التربةعي التالي  Splineةمر الـ  1993tو  1990tعند النصطتةن 

2

4 ctbta نا  أي لدة 
   
    )8(41375519931993

)7(26832819901990
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55التربةعي التالي  Splineةمر الـ  1995tو  1993tعند النصطتةن 

2

5 ctbta أي لدةنا   
   
    )10(57097519951995

)9(41375519931993
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
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 بالإضافة إلى ذلك  نكتب المعادلات التي تملل شروط الاستمرارةة في المشتصات:
  1980tعند 

    )11(01980219802 2211  baba 
 1985tعند 

    )12(01985219852 3322  baba 
 1990tعند 

    )13(01990219902 4433  baba 
 1993tعند 

    )14(01993219932 5544  baba 
 الأول: Splineمـ و نحال عمى المعادلة الأخةرة من خلال افتراض الخطةة ل

)15(01 a 
 و بالكتابة المافوفاتةة  نحال عمى الشكل التالي:
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 ل المشترك نحال عمى المعاملات التالةة:و بالح

ic ib ia i 

-12095238 6134.6 0 1 

188942874 -196934.2 51.28 2 

23922336529.9 -24109673.4 6074.64 3 

-25106411938.44 25165450.68 -6306.044 4 

97360906176.49 -97732008.53 24526.233 5 

 عمى النحو التالي: Splineو بالنتةجة تكون دوال الـ 
 
 
 
 
  19951993,49.6973609061753.97732008233.24526
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1986t  فعندما   0369.959471986 e 
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 Splineبواسطة الـ  1196لإنفاق عام : التمديد الداخمي التربيعي 5 شكلال

 Splineالحالة اللاللة: التمدةد الداخمي التكعةبي بواسطة 
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من لم نعود لمعطةات  و تضمن للاث نصاط فصطت حالة مبسطةأولًا نظراً لتعصةد الحسابات في ىذه الحالة  نأخذ 
. لةكن لدةنا Matlab  (Collier, Kaw, 2002)نعرض النتائج التي تم الحاول عمةيا آلةاً باستخدام و  5التطبةق 

 التالةة: ةالنصاط الللال 00 , yx   11, yx   22 , yx  ىي 1,1   5,2  و 4,3 و لنحاول أن نبحث عن .
التكعةبي الموافصتةن لممجالةن الجزئةةن التالةةن:  Splineدالتةن من دوال الـ  2,1  و 3,2 تأخذ ىاتةن الدالتةن .

 الشكمةن التالةةن:
   
   3,2

2,1
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التكعةبي التالي  Splineةمر الـ  2xو  1xنصطتةن عند ال  00

2

0

3

00 dxcxbxaxS  أي  
 ةكون لدةنا
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التكعةبي التالي  Splineةمر الـ  3xو  2xو عند النصطتةن   11
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11 dxcxbxaxS   
 أي ةكون لدةنا
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 شرط المشتق الجزئي الأول:
عند النصطة الأولى  2,1: 
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عند النصطة اللانةة  3,2: 
   
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 و الشروط عند النصاط الطرفةة:
 
  )8(02183

)7(0261
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000
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 لدةنا إذن لمان معادلات و لمانةة مجاىةل. ةمكن كتابة المعادلات السابصة بالشكل المافوفاتي التالي:
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 و بالحل المشترك ليذه المعادلات نحال عمى النتائج التالةة لصةم المعاملات المطموبة:
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 الموافصتةن لممجالةن الزمنةةن المطموبةن تأخذان الشكل التالي: Splineلـ و بالتالي فان دالتي ا
   
   3,20.2350.3125.1125.1

2,10.350.175.325.1
23

1

23

0




xxxxxS

xxxxxS 

 Splineعمى سبةل الملال  فما عمةنا إلا استخدام دالة الـ  861ففي حال رغبنا إجراء التمدةد الداخمي لمصةمة 
 ة  أي:بالصةمة المطموب xاللانةة و تعوةض قتةمة 

  96875.45.21 S 
ىو التكعةبي  Splineدوال الـ  باستخدام 5921فإن قتةمة الإنفاق لعام   5 الجدولبالعودة لمعطةات 

فيي معروضة في  Splineأما نتائج التمدةد الداخمي لكامل مفردات السمسمة باستخدام طرةصة الـ . 51921161111
 .(Matlabستخدام لنتائج تم الحاول عمةيا با) 2الجدول 
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 Splineبواسطة الـ  1196لإنفاق عام : التمديد الداخمي التكعيبي 6 شكلال

 
 Splineبطريقة الـ للإنفاق عمى الناتج المحمي الإجمالي : التمديد الداخمي 2جدول ال

 فاق عمى الناتج المحمي الإجماليالتمدةد الداخمي لبةانات الإن بةانات السمسمة الأامةة العام
 سبلاةن تكعةبي سبلاةن تربةعي سبلاةن خطي
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 )خطي،تربيعي،تكعيبي( Splineبواسطة الـ لكامل معطيات السمسمة : التمديد الداخمي 5شكل ال

 
نلاحظ أن التمدةد التربةعي  1و الشكل  8ابصة مع النتائج المعروضة في الجدول من خلال مصارنة النتائج الس

ةمالل إن لم ةكن أفضل من التمدةد التكعةبي بواسطة الطرةصة المباشرة  لذلك ةناح في ىذه الحالة  Splineبواسطة الـ 
 .Splineبالاكتفاء باستخدام التمدةد الداخمي التربةعي لمسلاسل الزمنةة بواسطة الـ 

 
 
 

 :الاستنتاجات والتوصيات
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ة المباشرة تناولت ىذه الدراسة عممةات التمدةد الداخمي لبةانات السلاسل الزمنةة باستخدام طرةصتةن: الطرةص
الناتج المحمي  . و لصد استعنا بمعطةات واقتعةة تملل مبالغ الإنفاق الإجمالي السنوي عمىSplineطرةصة دوال الـ و 

 . و قتد توامت الدراسة إلى النتائج التالةة:5991إلى  5991فترة من لم الإجمالي في سورةة
  توافصاً تاماً في الصةم الممدة داخمةاً عند الاعتماد Splineأظيرت نتائج تطبةق الطرةصتةن  المباشرة و الـ  -5

 عمى كلةرات حدود من الدرجة الأولى )تمدةد خطي(.
ام كلةرات حدود من الدرجة اللانةة  ازدادت الفروقتات المطمصة بةنت الدراسة أنو مع الانتصال إلى استخد -8
 في الطرةصة المباشرة عن ملةلاتيا في طرةصةلمصةم الممددة داخمةاً بةن التمدةد التربةعي و التمدةد الخطي النسبةة 

درجات أعمى في تعطي نفس النتائج تصرةباً دون الضرورة إلى استخدام  Splineمما ةعني أن طرةصة الـ  .Splineالـ 
 كلةر الحدود.

 ة الــفي طرةص ا ًـداخمةدة دمصةم المالأن (  1و  1) الشكمةن أوضحت الدراسة من خلال الرسوم البةانةة  -2

Spline  النسبةة  أن الفروقتات المطمصةالطرةصة المباشرة و الصةم الناتجة باستخدام أكلر اصلًا لبةانات الإنفاق الإجمالي من
 أعمى جمةعيا من ملةلاتيا في الطرةصة المباشرة. Splineالتمدةد التربةعي في طرةصة الـ كعةبي و بةن التمدةد الت

لم نستطع من خلال ىذه الدراسة تبةان ألر ظاىرة رانج التي ةستمزم توضةحيا استخدام درجات مرتفعة  -1
لة فصط نظراً لتعصةد الحسابات لكلةرات الحدود )خمسة فما فوق( في حةن أكتفةنا في ىذه الدراسة بالدرجة اللال

 المافوفاتةة في الدرجات الأعمى.
 باعتبارىا Splineبواسطة دوال الـ ة ــلبةانات السلاسل الزمنةالتمدةد الداخمي  تواي نتائج ىذه الدراسة باعتماد

نستطةع من الزمنةة السمسمة معطةات من خلاليا إةجاد ربط بةن فعالة لتحمةل المعطةات الرقتمةة. حةث ةمكن أداة قتوةة و 
 خلالو استبدال الصةم الناقتاة دون أن ةكون ىناك أي علاقتة تابعةة واضحة بةن تمك المعطةات.
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